Ортогональные многочлены на радиальных лучах в комплексной плоскости by Загороднюк, С.М.
  
Министерство образования и науки  Украины   
Харьковский национальный университет имени В. Н. Каразина 
 
 
 
 
 
С. М. Загороднюк  
 
 
 
 
 
ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ НА РАДИАЛЬНЫХ ЛУЧАХ  
В КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 
 
 
 
Методические указания к лекционным и практическим занятиям  
для студентов четвертого курса механико-математического факультета  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Харьков – 2014
  
УДК  517.587(075.8)    
ББК    22.161.5я73 
           З-14 
            
Рецензенты:  
доктор физ.– мат. наук, профессор, ведущий научный сотрудник 
ФТИНТ НАН Украины Золотарев В. А.; 
доктор физ.– мат. наук, профессор кафедры математических 
методов в экономике Харьковского национального университета 
имени В. Н. Каразина Янцевич А. А. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Утверждено к печати решением Научно-методического совета 
Харьковского национального университета имени В. Н. Каразина 
(протокол № 1 от 29.10.2014 г.) 
 
 
З-14 Загороднюк С. М.  Ортогональные многочлены на радиальных лучах в комплексной 
плоскости : методические указания к лекциям и практическим занятиям / 
С. М. Загороднюк. – Х. :  ХНУ имени В. Н. Каразина, 2014. – 32 с. 
 
Учебно-методическое пособие содержит основные теоретические 
сведения, необходимые для овладения основами курса по ортогональным 
многочленам на радиальных лучах в комплексной плоскости и практическими 
навыками для решения задач. Приведены упражнения различной степени 
сложности для составления текущих и итоговых тестов и для самостоятельной 
работы студентов.  
 
 
 
 
УДК  517.587(075.8)   
ББК  22.161.5я73 
 
©  Харьковский национальный университет  
имени В. Н. Каразина,  2014   
©  Загороднюк С. М.,  2014  
©  Дончик И. Н., макет обложки,  2014 
  
Оглавление 
 
Предисловие…………………………...………………………………………………...........4 
§1.  Полубесконечные матрицы.......………………………………………………………...5 
§2. Ортогональные многочлены на вещественной оси.......………………………….........7 
§3.  Полубесконечные симметрические (2N+1)-диагональные матрицы и отвечающие 
им многочлены........................................................................................................................17 
§4. Полиномиальные возмущения меры: обобщение формулы Кристоффеля.................22 
§5. Полиномиальное ядро и соответствующие ему многочлены.......................................28 
Список литературы.…….....………………………………………………………...…....…29 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ïðåäèñëîâèå
Ïîä ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîíèìàþò íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ fpngn2Z+ , deg pn =
n, îáëàäàþùèõ òåì èëè èíûì ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè. Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåíû ìîãóò áûòü
âåùåñòâåííûìè èëè êîìïëåêñíûìè, ñêàëÿðíûìè èëè ìàòðè÷íîçíà÷íûìè, à òàêæå èìåòü áî-
ëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ïåðâîé ñèñòåìîé îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè, ïî-âèäèìîìó,
ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà, ïîÿâèâøèåñÿ â 1785 ãîäó. Îíè íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè
ñôåðè÷åñêèõ è äðóãèõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
×åáûøåâàÝðìèòà âñòðå÷àåòñÿ ó Ï. Ëàïëàñà â 1810 ãîäó. Ïîçäíåå ýòè ìíîãî÷ëåíû èçó÷àëè
Ï. Ë. ×åáûøåâ (1859) è Ø. Ýðìèò (1864). Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ßêîáè áûëè ââåäåíû
Ê. ßêîáè â 1859 ãîäó â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îðòîãîíàëüíûå
ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâàËàãåððà ïîÿâëÿþòñÿ â òðóäàõ Æ. Ëàãðàíæà, Í. Àáåëÿ, Ï. Ë. ×å-
áûøåâà, Ê. À. Ïîññå â íåêîòîðîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Îáùèé ñëó÷àé áûë çàòåì ðàññìîòðåí
Þ. Â. Ñîõîöêèì (1873). È ëèøü â 1876 ãîäó âûøëà ïåðâàÿ ðàáîòà Ý. Ëàãåððà, â êîòîðîé
ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû â óïîìÿíóòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ïîñëå ýòîãî îáùèé ñëó÷àé
èçó÷àëñÿ Í. ß. Ñîíèíûì (1880).
Îñíîâû îáùåé òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè çàëîæåíû â òðóäàõ âåëèêîãî
ðóññêîãî ìàòåìàòèêà Ïàôíóòèÿ Ëüâîâè÷à ×åáûøåâà. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ áûë
ñäåëàí Â. À. Ñòåêëîâûì. Â XX âåêå âàæíûå ìåòîäû èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
áûëè ñîçäàíû Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì è Ã. Ñåãå. Ýòè ìåòîäû çàòåì áûëè ðàçâèòû â ðàáîòàõ
ß. Ë. Ãåðîíèìóñà.
Ïóñòü (x)  íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè, èìåþùàÿ îãðàíè÷åííóþ âàðè-
àöèþ. Åñëè âåùåñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû fpng1n=0, deg pn = n óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþZ
R
pn(x)pm(x)d(x) = 0; n 6= m;
òî èõ íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà âåùåñòâåííîé îñè (èëè âåùåñòâåííûìè
îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè). Åñëè æå âûïîëíÿåòñÿZ
R
pn(x)pm(x)d(x) = n;m (n;m 2 Z+); (1)
òî èõ íàçûâàþò îðòîíîðìèðîâàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà âåùåñòâåííîé îñè (âåùåñòâåííûìè
îðòîíîðìèðîâàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè). Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òðè ñîñåäíèõ îðòîíîðìè-
ðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíà ñâÿçàíû ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèåì
n 1pn 1(x) + npn(x) + npn+1(x) = xpn(x) (n 2 Z+); (2)
ãäå n ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè âåùåñòâåííûìè, à n  ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè ( 1 =
0; p 1 = 0). Áîëåå òîãî, âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè íàáîð ìíîãî÷ëåíîâ fpng1n=0, ãäå
deg pn = n è pn èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò (ò. å. êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé
ñòåïåíè), óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2), òî íàéäåòñÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèè  íà R òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî (1) (òåîðåìà Ôàâàðà).
Ñîîòíîøåíèå (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîé ôîðìå:
J~p(x) = x~p(x); (3)
ãäå
J =
0BBBBB@
0 0 0 0 0   
0 1 1 0 0   
0 1 2 2 0   
0 0 2 3 3   
...
...
...
...
...
. . .
1CCCCCA ; (4)
4
è ~p(x) = (p0(x); p1(x); p2(x); :::)
T , èíäåêñ T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Ïîëóáåñêîíå÷íûå
ìàòðèöû âèäà (4) íàçûâàþòñÿ ÿêîáèåâûìè. Îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ âîïðîñàõ
àíàëèçà, òåîðèè îïåðàòîðîâ, àëãåáðû è òåîðèè ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Êàê ñëåäóåò èç òåî-
ðåìû Ôàâàðà, êàæäîé ÿêîáèåâîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ îòíîñèòåëüíî íåóáûâàþùåé ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè  íà R. Ýòà ôóíêöèÿ
íîñèò íàçâàíèå ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè ÿêîáèåâîé ìàòðèöû è èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â
òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ àíàëèçà. Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåîäíîçíà÷íî. Îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ìîãóò áûòü îðòîíîðìèðîâàííûìè îò-
íîñèòåëüíî íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Îïèñàíèå âñåõ òàêèõ ôóíêöèé åñòü ïðåäìåò
èçó÷åíèÿ â òåîðèè ïðîáëåì ìîìåíòîâ.
Ñîîòíîøåíèå (3) ìîæíî çàìåíèòü íà ñîîòíîøåíèå áîëåå îáùåãî âèäà:
J~p(x) = xN~p(x); (5)
ãäå J óæå ÿâëÿåòñÿ (2N + 1)-äèàãîíàëüíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ýðìèòîâîé ìàòðèöåé, N 2 N.
Ìíîãî÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå òàêîìó ñîîòíîøåíèþ, âïåðâûå èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ Duran è
Van Assche ([5],[6],[7]). Â ÷àñòíîñòè, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò
íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè, îáîáùàþùèìè ñîîòíîøåíèÿ (1). Â [10] äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (5), áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè
íà ðàäèàëüíûõ ëó÷àõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñâîéñòâàì äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåò óäå-
ëåíî öåíòðàëüíîå ìåñòî â íàøåì èçëîæåíèè. Ïîñêîëüêó êëàññ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
íà ðàäèàëüíûõ ëó÷àõ ñîäåðæèò êàê ïîäêëàññ ñòàíäàðòíûå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íà
âåùåñòâåííîé îñè, òî ìû ïðåäâàðèòåëüíî êðàòêî ïîçíàêîìèìñÿ ñ ýòèì âàæíåéøèì ÷àñòíûì
ñëó÷àåì. Óïðàæíåíèÿ, ïðèâåäåííûå â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðàôà, ëèáî ñîñòàâëåíû íàìè, ëèáî
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíûå ôàêòû.
Ïîñðåäñòâîì R;C;N;Z;Z+ îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ, êîìïëåêñíûõ, íàòó-
ðàëüíûõ, öåëûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ n 2 N ìû îáîçíà÷àåì
ïîñðåäñòâîì Cnn ìíîæåñòâî âñåõ n  n ìàòðèö ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ïî-
ñðåäñòâîì Cnn  ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíî ïîëó-îïðåäåëåííûõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö èç
Cnn. Îòêðûòóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü fz 2 C : Im z > 0g îáîçíà÷àåì C+. P  ìíîæåñòâî
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè, Pr  ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ âå-
ùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âàðèàöèÿ âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b]  R
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Var[a;b] f(x).
Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Â. À. Çîëîòàðåâó, ïî ïðåä-
ëîæåíèþ êîòîðîãî àâòîð ñòàë èçó÷àòü ìíîãî÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ (5) c
N = 2.
1. Ïîëóáåñêîíå÷íûå ìàòðèöû
Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ âïðàâî è âíèç êîìïëåêñíóþ ÷èñëîâóþ ìàòðèöó A:
A = (ak;j)
1
k;j=0 =
0B@ a0;0 a0;1   a1;0 a1;1   
...
...
. . .
1CA : (6)
Ïîäîáíûå ïîëóáåñêîíå÷íûå ìàòðèöû âîçíèêàþò â òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðè ïðåäñòàâëåíèè
îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà ìàòðèöåé â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, â òåîðèè ñóììèðîâàíèÿ
ðÿäîâ, à òàêæå â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Íàñ ïðåæäå âñåãî áóäóò èíòåðåñîâàòü ïî-
ëóáåñêîíå÷íûå ìàòðèöû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèå
5
óñëîâèþ
ak;j = 0; åñëè jk   jj > N;
äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà N . Â ÷àñòíîñòè, ïðè N = 0 ìû ïîëó÷àåì
äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ïðè N = 1 ò.í. òðåõäèàãîíàëüíóþ, ïðè N = 2 ïÿòèäèàãîíàëüíóþ è
ò. ä. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþò ëåíòî÷íûìè.
Äëÿ ëåíòî÷íûõ ìàòðèö ìû ìîæåì çàäàòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ
íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Åñëè A = (ak;j)
1
k;j=0,
B = (bk;j)
1
k;j=0, c 2 C, òî
A+B = (ak;j + bk;j)
1
k;j=0; A B = (ak;j   bk;j)1k;j=0;
cA = (cak;j)
1
k;j=0;
AB = (dk;j)
1
k;j=0;
dk;j =
1X
l=0
ak;lbl;j: (7)
Ïîñêîëüêó ìàòðèöû A è B èìåþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé, òî ñóììû
âèäà (7) ñîäåðæàò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ è âîïðîñîâ î ñõîäèìîñòè íå
âîçíèêàåò. Îïðåäåëèì òàêæå òðàíñïîíèðîâàííóþ è ñîïðÿæåííóþ ìàòðèöó äëÿ ìàòðèöû A:
AT = (aj;k)
1
k;j=0; A
 = (aj;k)1k;j=0:
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà A = A, ìàòðèöó A íàçûâàþò ýðìèòîâîé. Åñëè æå A = AT , òî ìàòðèöó
A íàçûâàþò (êîìïëåêñíîé) ñèììåòðè÷åñêîé.
Ìàòðèöó AN = (ak;j)
N
k;j=0 íàçûâàþò óðåçàííîé ìàòðèöåé (N 2 Z+).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ïîëóáåñêîíå÷íîãî âåêòîðà
~u = (uk)
1
k=0 =
0BBB@
u0
u1
u2
...
1CCCA
ìû ïîëàãàåì
A~u = (dk)
1
k=0;
dk =
1X
l=0
ak;lul:
Óïðàæíåíèÿ ê 1
1. Äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ìàòðèöû âèäà (4), ãäå
à) n = 1, n = 0, n 2 Z+;
á) n = 1, n = i,  2 R, n 2 Z+;
â) n = 1, n = ( 1)ni,  2 R, n 2 Z+;
âû÷èñëèòü êâàäðàò ìàòðèöû A2 = AA.
2. Áóäåò ëè êâàäðàò ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé? Ñêîëüêî äèàãîíàëåé áóäåò ó n-é ñòåïåíè òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû?
3. Ïóñòü A, B è C  ïîëóáåñêîíå÷íûå ìàòðèöû âèäà (4), ãäå n = 1, n = 0 äëÿ ìàòðèöû
A; n = n, n = 0 äëÿ ìàòðèöû B; n =
1
n+1
, n = 0, äëÿ ìàòðèöû C (n 2 Z+). Âû÷èñëèòü
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
à) A+BC;
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á) A  CB;
â) AB + 2C;
ã) 3BA  C;
ä)  AC +B;
å) CA  2B;
æ) AB  BA;
ç) AC   CA;
è) BC   CB;
ê) ABC;
4. Ïóñòü A  ìàòðèöà âèäà (6), ãäå an 1;n = an 2 C; n 2 N; an;n = bn 2 C; n 2 Z+; an;n+1 =
cn 2 C; n 2 Z+, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A ðàâíû íóëþ. Ïóñòü D = (dk;j)1k;j=0 
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò. å. dk;j = 0 ïðè k 6= j. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dk;k 6= 0, k 2 Z+. Ïóñòü
D0 = (d0k;j)
1
k;j=0  äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è d
0
k;k =
1
dk;k
, k 2 Z+. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå DAD0.
5. Ïóñòü A;D;D0  ìàòðèöû èç ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A
ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé, ò. å. âûïîëíåíî bn 2 R, cn = an, n 2 Z+. Ìîæíî ëè âûáðàòü ÷èñëà dn
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà DAD0 áûëà âåùåñòâåííîé ÿêîáèåâîé ìàòðèöåé?
6. Äëÿ ìàòðèö èç óïðàæíåíèÿ 1 âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè óðåçàííûõ ìàòðèö JN (N 2 Z+).
7. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ êâàäðàò ïîëóáåñêîíå÷íîé êîìïëåêñíîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A
áóäåò ýðìèòîâîé ìàòðèöåé? Ïðèâåñòè ïðèìåð íåâåùåñòâåííîé ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùåé
ýòèì óñëîâèÿì.
2. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû íà âåùåñòâåííîé îñè
Ïðåæäå âñåãî äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ h(x) íà èíòåðâàëå (a; b)  R âåñîâîé ôóíê-
öèåé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) h(x)  0, x 2 (a; b);
2) 0 <
R b
a
h(x)dx <1;
3) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà äîëæíû ñõîäèòüñÿ èíòåãðàëû
sk =
Z b
a
xkh(x)dx; k = 0; 1; 2; :::;
4) ôóíêöèÿ h(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (a; b) çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò,
êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.
Óñëîâèå 4) ìîæíî íå íàëàãàòü íà âåñîâóþ ôóíêöèþ. Åãî îáû÷íî äîáàâëÿþò â öåëÿõ
óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ïîñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé. Âñå ôîðìóëèðóåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû
ñïðàâåäëèâû äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.
×èñëà sk íàçûâàþò (ñòåïåííûìè) ìîìåíòàìè ôóíêöèè h(x).
Îïðåäåëåíèå 2. Íàáîð âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ fpng1n=0, deg pn = n íàçûâàþò îðòîãî-
íàëüíîé ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíê-
öèè h(x), åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿZ b
a
pn(x)pm(x)h(x)dx = 0; n 6= m:
Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿZ b
a
pn(x)pm(x)h(x)dx = n;m (n;m 2 Z+);
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òî ãîâîðÿò, ÷òî fpng1n=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ íà âå-
ùåñòâåííîé îñè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x).
Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè (ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîðìèðîâàí-
íûìè) îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x).
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì ìíîãî÷ëåíîâ.
1. Ïóñòü T0(x) = 1; T1(x) = 2x; T2(x) = 2x
2   1, è â îáùåì ñëó÷àå
Tn(x) = cos(n arccosx); n 2 Z+; x 2 [ 1; 1]: (8)
Ìíîãî÷ëåíû fTn(x)g1n=0 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà îòðåçêå ( 1; 1) îòíîñè-
òåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) = 1p
1 x2 . Îíè íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâà 1-ãî
ðîäà.
2. Ïîëîæèì U0(x) = 1; U1(x) = 2x; U2(x) = 4x
2   1, è
Un(x) =
sin((n+ 1) arccosx)p
1  x2 ; n 2 Z+; x 2 [ 1; 1]:
Ìíîãî÷ëåíû fUn(x)g1n=0 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà îòðåçêå ( 1; 1) îòíî-
ñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) =
p
1  x2. Îíè íîñÿò íàçâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà
2-ãî ðîäà.
3. Ðàññìîòðèì p0(x) = 1; p1(x) = x; p2(x) =
3
2
x2   1
2
, è
pn(x) =
1
n!2n
dn
dxn

(x2   1)n (n 2 Z+):
Ìíîãî÷ëåíû fpn(x)g1n=0 íîñÿò íàçâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà îòðåçêå ( 1; 1) îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè
h(x) = 1.
4. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïàðàìåòð  >  1 è ïóñòü L0(x;) = 1; L1(x;) =  x+ + 1,
Ln(x;) =
1
n!
x ex
dn
dxn

x+ne x

(n 2 Z+):
Ìíîãî÷ëåíû fLn(x;)g1n=0 íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâàËàãåððà. Ìíîãî÷ëåíû
×åáûøåâàËàãåððà ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà èíòåðâàëå (0;+1) îòíîñè-
òåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) = xe x.
5. Ïóñòü H0(x) = 1; H1(x) = 2x; H2(x) = 4x
2   2, è
Hn(x) = ( 1)nex2 d
n
dxn
h
e x
2
i
(n 2 Z+):
Ìíîãî÷ëåíû fHn(x)g1n=0 íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíàìè ×åáûøåâàÝðìèòà. Ìíîãî÷ëåíû ×å-
áûøåâàÝðìèòà ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà èíòåðâàëå ( 1;+1) îòíîñè-
òåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) = e x
2
.
Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ëåì-
ìû:
Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàí êîíå÷íûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ fpn(x)gNn=0, deg pn = n
N  öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ëþáîé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí R(x) ñòåïåíè N
ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæèòü â ñóììó âèäà
R(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + :::+ cNpN(x); (9)
ñ íåêîòîðûìè âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ck (k = 0; 1; :::; N).
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Ëåììà 2. Ïóñòü fpn(x)g1n=0, deg pn = n, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ
íà âåùåñòâåííîé îñè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x). Òîãäà äëÿ ëþáîãî n 2 Z+ è ïðî-
èçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x) ñòåïåíè k, k < n, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåZ b
a
pn(x)Q(x)h(x)dx = 0: (10)
Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.
Òåîðåìà 1. (î ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè). Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Òðè ñîñåäíèõ
ìíîãî÷ëåíà ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
n 1pn 1(x) + npn(x) + npn+1(x) = xpn(x); (11)
ãäå n > 0; n 2 R, n 2 Z+, è  1 = 0, p 1 = 0.
Îòìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå (3), (4). Íàïðèìåð,
îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà èìåþò âèä
bT0(x) = 1p

T0(x); bTn(x) =r 2

Tn(x); n  1;
è äëÿ íèõ 0 =
1p
2
, n =
1
2
; n  1; n = 0; n 2 Z+. Îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû
×åáûøåâà 2-ãî ðîäà èìåþò âèä
bUn(x) =r 2

Un(x); n 2 Z+;
è äëÿ íèõ n =
1
2
; n = 0; n 2 Z+.
Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû î ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà.
Òåîðåìà 2. (ôîðìóëà ÊðèñòîôôåëÿÄàðáó). Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:
nX
k=0
pk(x)pk(t) = n
pn+1(x)pn(t)  pn(x)pn+1(t)
x  t ; n 2 Z+; x 6= t; (12)
ãäå n èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (11).
Ôóíêöèþ
Kn(x0; x) =
nX
k=0
pk(x0)pk(x); x0; x 2 C; (13)
íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíûì ÿäðîì. Ñâÿçàíî ýòî ñ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùåãî âîñïðîèçâî-
äÿùåãî ñâîéñòâà: Z b
a
Kn(t; x)r(t)h(t)dt = r(x); (14)
ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà r(x) ñòåïåíè íå ïðåâîñõîäÿùåé
n (ñì. óïðàæíåíèå 8).
Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ âñÿêîé ëè âåñîâîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòå-
ìà ìíîãî÷ëåíîâ (ÎÑÌ)? Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. (ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ÎÑÌ). Ïóñòü h(x)  âåñîâàÿ ôóíê-
öèÿ íà (a; b). Äëÿ íåå ñóùåñòâóåò, ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ, ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ fpn(x)g1n=0 ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Îïðåäåëåíèå 3. Êîìïëåêñíàÿ êâàäðàòíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (n+1) (n+1) âèäà
A = (ak;j)
n
k;j=0 = (ak+j)
n
k;j=0 =
0BBBBB@
a0 a1 a2 : : : an
a1 a2 a3 : : : an+1
a2 a3 a4 : : : an+2
...
...
...
. . .
...
an an+1 an+2 : : : a2n
1CCCCCA ;
íàçûâàåòñÿ ãàíêåëåâîé.
Ïóñòü h(x)  âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà (a; b) è sk; k 2 Z+  åå ñòåïåííûå ìîìåíòû. Îïðåäåëèì
ñëåäóþùèå ÷èñëà:
n = jsk+jjnk;j=0 =

s0 s1 s2 : : : sn
s1 s2 s3 : : : sn+1
s2 s3 s4 : : : sn+2
...
...
...
. . .
...
sn sn+1 sn+2 : : : s2n

; n 2 Z+: (15)
Ëåììà 3. ×èñëà n, n 2 Z+, îïðåäåëåííûå âûøå, ïîëîæèòåëüíû.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ÿâíûé âèä äëÿ ÎÑÌ.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü h(x)  âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà (a; b) è fskg1k=0  åå ìîìåíòû. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ fpn(x)g1n=0 ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè
êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä:
pn(x) =
1p
n 1n

s0 s1 s2 : : : sn
s1 s2 s3 : : : sn+1
...
...
...
. . .
...
sn 1 sn sn+1 : : : s2n 1
1 x x2 : : : xn

; n 2 Z+; (16)
ãäå n èç (15) è  1 := 1.
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (16) â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè íå î÷åíü óäîáíà, ò. ê. ïîðÿäîê
îïðåäåëèòåëåé ðàñòåò è ýòî îñëîæíÿåò àíàëèç ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Òåîðåìà 5. (î ñâîéñòâàõ íóëåé îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ). Ïóñòü fpn(x)g1n=0
 ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåí-
òàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) íà (a; b). Î íóëÿõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæíî ñêàçàòü
ñëåäóþùåå:
a) âñå íóëè ìíîãî÷ëåíîâ âåùåñòâåííûå, ïðîñòûå è ðàñïîëîæåíû â èíòåðâàëå (a; b);
á) íóëè ìíîãî÷ëåíîâ pn è pn+1 ïåðåìåæàþòñÿ, ò. å. ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè íó-
ëÿìè ìíîãî÷ëåíà pn+1 íàéäåòñÿ íóëü ìíîãî÷ëåíà pn.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàéäåì íóëè ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà Tn(x). Ïîëàãàÿ Tn(x) = cos(n arccosx) =
0, ïîëó÷àåì, ÷òî êîðíè èìåþò âèä
xk = cos

(2k + 1)
2n

; k = 0; 1; :::; n  1:
Ëåãêî âèäåòü ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ýòèõ êîðíåé óòâåðæäåíèé ïðåäûäóùåé òåîðåìû.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàíííûå âûøå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû è äëÿ áîëåå
îáùåãî ñëó÷àÿ îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ fpng1n=0 îòíîñèòåëüíî d, îïðåäåëåííûõ
â (1), åñëè òîëüêî ôóíêöèÿ (x) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðîñòà.
Îïðåäåëåíèå 4. Òî÷êà x0 2 R íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðîñòà âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèè
s(x) íà R, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ôóíêöèÿ s(x) îòëè÷íà îò ïîñòîÿííîé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íàéäóòñÿ òî÷êè t; y òàêèå, ÷òî s(t) 6=
s(y).
Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà âåùåñòâåííîé îñè îïðåäåëÿåò ïîçèòèâíóþ
áîðåëåâñêóþ ìåðó íà R, òî ÷àñòî ãîâîðÿò îá îðòîíîðìèðîâàííûõ (îðòîãîíàëüíûõ) ìíîãî-
÷ëåíàõ îòíîñèòåëüíî (ïîçèòèâíîé áîðåëåâñêîé) ìåðû d èëè îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ
d.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü Lp (p  1) ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ îòíîñèòåëüíî ìåðû d
êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé f(x), äëÿ êîòîðûõ
kfkp :=
Z
R
jf(x)jpd
 1
p
<1:
Çäåñü èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L2 ÿâëÿåòñÿ ãèëü-
áåðòîâûì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
(f; g)2 :=
Z
R
f(x)g(x)d; f; g 2 L2:
Îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû fpng1n=0 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàí-
ñòâå L2. Âîçíèêàåò âîïðîñ: áóäóò ëè ìíîãî÷ëåíû ïëîòíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå L
2
? Äëÿ îòâåòà
íà ýòîò è ðÿä äðóãèõ âîïðîñîâ èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ìàòðèö ßêîáè è
ðåçóëüòàòû òåîðèè êðóãîâ Âåéëÿ. Ýòà òåîðèÿ âîçíèêëà â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, à çàòåì ïðèìåíÿëàñü è äëÿ ìàòðèö ßêîáè.
Ïóñòü fpng1n=0 ÿâëÿåòñÿ ÎÑÌ îòíîñèòåëüíî ìåðû d. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë âèäà
S(r(x)) =
Z
R
r(x)d(x); r(x) 2 P:
Åñëè r(x)  0 íà R, òî î÷åâèäíî, ÷òî S(r)  0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (x) èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðîñòà. Åñëè r(x) íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
S(r) > 0.
Îïðåäåëåíèå 5. Ôóíêöèîíàë S, çàäàííûé íà Pr, íàçûâàåòñÿ ïîçèòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî íåíóëåâîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íà âåùåñòâåííîé îñè r(x) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî S(r) > 0.
Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû
qn(x) = St

pn(x)  pn(t)
x  t

; n 2 Z+;
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ãäå èíäåêñ t îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèîíàë S äåéñòâóåò íà ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé t. Çàìå-
òèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí qn(x) èìååò ñòåïåíü n   1 (n  1), à q0(x) = 0. Ìíîãî÷ëåíû fqn(x)g1n=0
íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì fpng1n=0 íàçûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè
ïåðâîãî ðîäà.
Êàê ìû âèäåëè ðàíåå (ñì. òåîðåìó 1), ìíîãî÷ëåíû ïåðâîãî ðîäà óäîâëåòâîðÿþò ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå:
n 1yn 1 + (n   )yn + nyn+1 = 0; n = 1; 2; :::; (17)
ãäå êîýôôèöèåíòû n; n èç (11), fyng1n=0  íåèçâåñòíûå, à   êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð.
Óðàâíåíèþ (17) óäîâëåòâîðÿþò íå òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ïåðâîãî ðîäà, íî è ìíîãî÷ëåíû
âòîðîãî ðîäà. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.
Óðàâíåíèå (17) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèÿ eyn
è byn óðàâíåíèÿ (17) íàçûâàþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ðàâåíñòâî C1eyn+C2byn = 0; n 2 N;
âîçìîæíî ëèøü ïðè C1 = C2 = 0. Ìíîãî÷ëåíû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (17), ÷òî ñëåäóåò èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé:
p0() = 1; p1() =
  0
0
; q0() = 0; q1() =
1
0
: (18)
Äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (17) íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé
ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
yn = yn() = C1pn() + C2qn();
ãäå C1; C2  ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Âñþäó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü ìåðó d íîðìèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå
íóëåâîé ìîìåíò ðàâåí åäèíèöå: s0 =
R
R d = 1. Òîãäà, êàê ëåãêî âèäåòü, áóäåò âûïîëíåíî
p0(x) = 1.
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ÊðèñòîôôåëÿÄàðáó è îðòîãîíàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ, íåñëîæíî ïðî-
âåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:
pn 1()qn()  pn()qn 1() = 1
n 1
;  2 C; n = 1; 2; :::: (19)
Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû ËèóâèëëÿÎñòðîãðàäñêîãî èç òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ôîðìóëó ÊðèñòîôôåëÿÄàðáó è
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Ãðèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü feyn(1)g1n=0 è fbyn(2)g1n=0 ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ (17), îòâå÷àþùèìè ïàðàìåòðàì 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå ñîîòíîøåíèå:
(1   2)
n 1X
k=m
eyk(1)byk(2) = n 1(eyn(1)byn 1(2)  eyn 1(1)byn(2)) 
 m 1(eym(1)bym 1(2)  eym 1(1)bym(2)); (20)
ãäå n = 2; 3; :::; 1  m  n  1.
Ìíîãî÷ëåí pn(; ) = pn()   pn 1(), ãäå   êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð, áóäåì íàçûâàòü
êâàçèîðòîãîíàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 5 ìû óñòàíîâèì, ÷òî íóëè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ âåùåñòâåííûå è ïðîñòûå. Îäíàêî ìû
óæå íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû â èíòåðâàëå (a; b).
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Óïðàæíåíèÿ ê 2
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ h(x) çàäàíà íà èíòåðâàëå (a; b) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
à) (a; b) = ( 2; 2); h(x) = 1, ïðè x 2 ( 2; 1) [ (1; 2); h(x) = 0, ïðè x 2 [ 1; 1];
á) (a; b) = ( 1; 1); h(x) = 1, ïðè x 2 ( 1; 0); h(x) = x+ 1, ïðè x 2 [0; 1);
â) (a; b) = (1; 2); h(x) = x, x 2 (1; 2);  2 R  ïàðàìåòð;
ã) (a; b) = ( 1; 1); h(x) = 1
x2+1
, x 2 ( 1; 1);
ä) (a; b) = (0; 
2
); h(x) = cos x, x 2 (0; 
2
);
å) (a; b) = (0; ); h(x) = sinx, x 2 (0; ).
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (16) âû÷èñëèòü äëÿ äàííîé âåñîâîé ôóíêöèè ïåðâûå ïÿòü îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à òàêæå ïåðâûå ïÿòü ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîãî ðîäà.
2. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè, èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð âû÷èñ-
ëèòü ïðèáëèçèòåëüíî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâ íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ
(ñì. òåîðåìó 5).
3. Ïóñòü h(x)  âåñîâàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a; b)  R. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
R(x) òàêîé, ÷òî R(x)  0; x 2 (a; b). Ïîêàçàòü, ÷òî R b
a
R(x)h(x)dx > 0.
4. Ïîêàçàòü, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà îäèíàêîâîé ñòåïåíè ïåðåìåæà-
þòñÿ (ò. å. ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ïåðâîãî ðîäà ðàñïîëîæåí êîðåíü
ìíîãî÷ëåíà âòîðîãî ðîäà). (Âîñïîëüçóéòåñü ñîîòíîøåíèåì (19)).
5. Åñëè â îïðåäåëåíèÿõ âåñîâîé ôóíêöèè è îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (îïðåäåëåíèÿ 1
è 2) çàìåíèòü âåùåñòâåííûé èíòåðâàë (a; b) êîìïëåêñíûì (a; b); a; b 2 C è íå òðåáîâàòü
âåùåñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, òî ñîõðàíÿòñÿ ëè âñå óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 15?
6. Åñëè â îïðåäåëåíèè âåñîâîé ôóíêöèè (îïðåäåëåíèå 1) óáðàòü óñëîâèÿ 1) è 2), è ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Z b
a
R2(x)h(x)dx 6= 0;
äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà R(x), òî ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ? Ñîõðàíÿòñÿ ëè óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 15?
7. Äîêàçàòü, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû fpn()gn2Z+ äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå:
pn() = pn(0) + (  0)
n 1X
k=0
(pk(0)qn(0)  pn(0)qk(0))pk(); ; 0 2 C :  6= 0; (21)
ãäå qn()  ìíîãî÷ëåíû âòîðîãî ðîäà. (Ïðåäñòàâèòü ìíîãî÷ëåí
pn() pn(0)
 0 â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè
Pn 1
k=0 an;kpk() è âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû an;k).
8.Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ÿäðàKn(x0; x) ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âîñïðîèçâîäÿùåãî ñâîéñòâà (14).
9. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
Kn(x0; x) =   1
n

s0 s1 s2 : : : sn 1
s1 s2 s3 : : : sn+1 x0
...
...
...
...
...
...
sn sn+1 sn+2 : : : s2n xn0
1 x x2 : : : xn 0

;
ãäå n èç (15), à sk  ñòåïåííûå ìîìåíòû âåñîâîé ôóíêöèè. (Ïðîâåðüòå äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
ïîñëåäíåé ôîðìóëû âûïîëíåíèå âîñïðîèçâîäÿùåãî ñâîéñòâà).
10. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòðåçîê îðòîãîíàëüíî-
ñòè [a; b] êîíå÷åí, à x0  ïðîèçâîëüíîå íåâåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïîêàçàòü, ÷òî íóëè ìíîãî÷ëåíà
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Kn(x0; x) ëåæàò â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé îòðåçêîì [a; b] è äóãîé îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òî÷êè a; b; x0, ñ êîíöàìè â òî÷êàõ a è b, è íå ñîäåðæàùåé òî÷êó x0. (Ïîëüçóÿñü
âîñïðîèçâîäÿùèì ñâîéñòâîì ïðîâåðèòü, ÷òîZ b
a
(x  x0)Kn(x0; x)x  
2 x  x  x0h(x)dx = 0;
ãäå   ïðîèçâîëüíûé íóëü Kn(x0; x). Ïîêàçàòü, ÷òî ïîä äåéñòâèåì äðîáíî-ëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ x 
x x0 îáëàñòü D ïåðåéäåò â îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó 0.)
11. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
pn(x) = (Anx+Bn)pn 1(x)  Cnpn 2(x); n 2 N; (22)
ãäå An; Cn > 0, Bn 2 R è p 1 = 0. Íàéäèòå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ An; Bn; Cn ÷åðåç
ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ pn.
12. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì (22) ïîëó÷èòå ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
pn(x) = p0(x)

A1x+B1
p
C2 0 : : : 0 0p
C2 A2x+B2
p
C3 : : : 0 0
0
p
C3 A3x+B3 : : : 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 : : :
p
Cn Anx+Bn

; n 2 N: (23)
(Âîñïîëüçóéòåñü èíäóêöèåé.)
13. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
pn(x) =
1p
n 1n

s0x  s1 s1x  s2 s2x  s3 : : : sn 1x  sn
s1x  s2 s2x  s3 s3x  s4 : : : snx  sn+1
...
...
...
. . .
...
sn 1x  sn snx  sn+1 sn+1x  sn+2 : : : s2n 2x  s2n 1
 ; n 2 N;
(24)
ãäå n èç (15), à sn  ìîìåíòû âåñîâîé ôóíêöèè.
14. (Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòå-
ìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíî-
ñèòåëüíî ïîçèòèâíîé ìåðû d(x) íà [a; b]. Ïîêàçàòü, ÷òî
min
r(x)2ePn
Z b
a
jr(x)j2d(x) = 1
2n
; (25)
ãäå ePn  ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, à n 
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà pn(x). Ìèíèìóì â (25) äîñòèãàåòñÿ ïðè r(x) =
1
n
pn(x) è
òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå.
15. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî ïîçèòèâíîé ìåðû d(x) íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a; b]. Ïî-
êàçàòü, ÷òî
n > 2
2n 1(b  a) n
Z b
a
d(x)
  1
2
; (26)
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ãäå n  ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà pn(x). (Âîñïîëüçóéòåñü ýêñòðåìàëüíûì ñâîé-
ñòâîì (25) äëÿ ìíîãî÷ëåíà 21 2n(b   a)nTn(2x ab a   1), ãäå Tn  ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 1-ãî
ðîäà (8).)
16. Ïîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîçèòèâíîé ìåðû íà R, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîãî÷ëåíû
pn(x) = x
n, n 2 Z+ áûëè áû îðòîãîíàëüíûìè.
17. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) íà [a; b]. Ïóñòü c > 0; d 2 R 
ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Áóäóò ëè ìíîãî÷ëåíû
p
cpn(cx + d) îðòîíîðìèðîâàííûìè? Íà êàêîì
ïðîìåæóòêå?
18. Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (11) n = 0, n 2 Z+.
Âû÷èñëèòü p2n(0).
19. à) Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà Tn(x) âû÷èñëèòü Tn( 1), Tn(0), Tn(1) è T 0n( 1),
T 0n(0), T
0
n(1);
á) Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà Un(x) âû÷èñëèòü Un( 1), Un(0), Un(1) è U 0n( 1),
U 0n(0), U
0
n(1).
20. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:
G(x;w) =
1X
n=0
Tn(x)w
n; x 2 [ 1; 1]; jwj < 1; (27)
ãäå Tn(x)  ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà. Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíî-
ãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïîëó÷èòü àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè G(x;w), èç êîòîðîãî
ñëåäóåò, ÷òî
G(x;w) =
1  xw
1  2xw + w2 : (28)
21. Ïîêàçàòü, ÷òî â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (11) êîýôôèöèåíòû n óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâàì:
a < n < b; n 2 Z+: (29)
22. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) è ïðîèçâîëüíóþ êîìïëåêñíóþ òî÷êó z0. Ïî-
êàçàòü, ÷òî
max
r(x)2Pn(h)
jr(z0)j2 = Kn(z0; z0); (30)
ãäå Pn(h)  ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ p(x) ñòåïåíè n, òàêèõ, ÷òîZ b
a
jp(x)j2h(x)dx = 1:
Ìèíèìóì â (30) äîñòèãàåòñÿ ïðè
r(x) = "
Kn(z0; x)p
Kn(z0; z0)
;
ãäå " 2 C : j"j = 1,  ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
23. Ðàññìîòðèì ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) è ïðîèçâîëüíóþ êîìïëåêñíóþ òî÷êó z0. Äî-
êàçàòü, ÷òî
min
r(x)2bPn
Z b
a
jr(x)j2h(x)dx = 1
Kn(z0; z0)
; (31)
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ãäå bPn(h)  ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ p(x) ñòåïåíè n, òàêèõ, ÷òî p(z0) = 1. Ìè-
íèìóì â (31) äîñòèãàåòñÿ ïðè
r(x) =
Kn(z0; x)
Kn(z0; z0)
:
24. à) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàð-
øèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) íà [a; b], è a >  1. Ðàññìîòðèì
ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé âåùåñòâåííîé òî÷êè x0  a. Ïî-
êàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû fKn(x0; x)gn2Z+ îðòîãîíàëüíû íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíê-
öèè (x x0)h(x). Òîãäà ìíîãî÷ëåíû f 1pn(x0)nKn(x0; x)gn2Z+ èìåþò åäèíè÷íûé ñòàðøèé êîýô-
ôèöèåíò è îðòîãîíàëüíû íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè (x  x0)h(x).
á) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøè-
ìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) íà [a; b] è b < +1. Ðàññìîòðèì
ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî Kn(x0; x) äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé âåùåñòâåííîé òî÷êè x0  b. Ïî-
êàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû fKn(x0; x)gn2Z+ îðòîãîíàëüíû íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíê-
öèè (x0  x)h(x). Ìíîãî÷ëåíû f 1pn(x0)nKn(x0; x)gn2Z+ èìåþò åäèíè÷íûé ñòàðøèé êîýôôèöè-
åíò è îðòîãîíàëüíû íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè (x0   x)h(x). (Âîñïîëüçóéòåñü
âîñïðîèçâîäÿùèì ñâîéñòâîì.)
25. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, äîêàçàòü ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ.
à) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ åäèíè÷íûìè ñòàðøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) =
q
1+x
1 x íà [a; b] = [ 1; 1]. Ìíîãî÷ëåíû
äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
pn(x) =
cos
  
n+ 1
2

arccosx

2n cos
 
1
2
arccosx
 ; n 2 Z+; x 2 ( 1; 1]: (32)
á) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ åäèíè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôè-
öèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) =
q
1 x
1+x
íà [a; b] = [ 1; 1]. Ìíîãî÷ëåíû èìåþò
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
pn(x) =
sin
  
n+ 1
2

arccosx

2n sin
 
1
2
arccosx
 ; n 2 Z+; x 2 [ 1; 1): (33)
â) Ïóñòü fpn(x)g1n=0  ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ åäèíè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôè-
öèåíòàìè îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x) =
p
(1  x)(1 + x)3 íà [a; b] = [ 1; 1]. Ïîëó÷èòü
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ pn(x).
26. (Ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ) Ïóñòü fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè
h(x). Ïóñòü (x) = c(x x1)(x x2):::(x xl), ãäå fxkglk=0  ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, c 2
R, l 2 N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí (x) ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì íà [a; b]. Îïðåäåëèì
ìíîãî÷ëåíû qn(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(x)qn(x) =

pn(x) pn+1(x) : : : pn+l(x)
pn(x1) pn+1(x1) : : : pn+l(x1)
...
...
. . .
...
pn(xl) pn+1(xl) : : : pn+l(xl)
 ; n 2 Z+: (34)
Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû fqn()g1n=0 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé íà [a; b] îòíîñèòåëü-
íî âåñîâîé ôóíêöèè (x)h(x).
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27. Ïóñòü fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò) ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íà [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè h(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
a =  b, à ôóíêöèÿ h(x) ÷åòíà. Ïîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
pn( x) = ( 1)npn(x); n 2 Z+; x 2 C:
28. Ïóñòü fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò) ÿâëÿ-
åòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a; b] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíêöèè
h(x). Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ n èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (11) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:
0 < n < c; n = 0; 1; :::;
ãäå c = max(jaj; jbj).
3. Ïîëóáåñêîíå÷íûå ñèììåòðè÷åñêèå (2N+1)-äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû è îòâå÷àþùèå èì ìíîãî÷ëåíû
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:
NX
j=1
(k j;jpk j() + k;jpk+j()) + k;0pk() = Npk(); k 2 Z+; (35)
ãäå m;n 2 C; m; n 2 Z+ : m;N > 0; m;0 2 R, è m;n, pk ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Çäåñü N  ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñîîòíîøåíèå (35)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ìàòðè÷íîé ôîðìå:0BBBBBBB@
0;0 0;1 0;2 : : : 0;N 0 0 : : :
0;1 1;0 1;1 : : : 1;N 1 1;N 0 : : :
...
...
...
. . .
...
...
...
. . .
0;N 1;N 1 2;N 2 : : : : : : : : : : : : : : :
0 1;N 2;N 1 : : : : : : : : : : : : : : :
...
...
...
...
...
...
...
. . .
1CCCCCCCA
0BBBBBBB@
p0()
p1()
...
pN()
pN+1()
...
1CCCCCCCA
=
= N
0BBBBBBB@
p0()
p1()
...
pN()
pN+1()
...
1CCCCCCCA
: (36)
Îáîçíà÷èì ìàòðèöó â ëåâîé ÷àñòè (36) ïîñðåäñòâîì J è ~p() := (p0(); p1(); p2(); :::)
T . Òîãäà
ìû ìîæåì çàïèñàòü
J~p() = N~p(): (37)
Â ÷àñòíîñòè, ïðè N = 1 ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (3).
Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (36) äëÿ  = z, âîçüìåì êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå è óìíîæèì çàòåì
îáå ÷àñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà íà pk():
NX
j=1
(k j;jpk j(z)pk() + k;jpk+j(z)pk()) + k;0pk(z)pk() = zNpk(z)pk(); k 2 Z+: (38)
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Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå (35) íà pk(z) è âû÷òåì ñîîòíîøåíèå (38):
NX
j=1
((k j;jpk j()pk(z)  k j;jpk()pk j(z)) + (k;jpk+j()pk(z) 
 k;jpk()pk+j(z))) = (N   zN)pk()pk(z); k 2 Z+: (39)
Ñóììèðóÿ ïî k ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöè-
åíò) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (35). Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
mX
k=0
pk()pk(z) =
=
PN
j=1
Pm
k=max(m j+1;0)

k;jpk+j()pk(z)  k;jpk()pk+j(z)

N   zN ;
m 2 Z+: (40)
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (40) ïðè ! z ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
mX
k=0
jpk(z)j2 = lim
!z
PN
j=1
Pm
k=max(m j+1;0)Ak;j(; z)
N   zN : (41)
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè z â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Îáîçíà-
÷èì LN = f 2 C : N   N = 0g = f 2 C : N 2 Rg, N 2 N.
1) Ñëó÷àé z =2 LN . Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì
0 <
mX
k=0
jpk(z)j2 =
PN
j=1
Pm
k=max(m j+1;0) Im(k;jpk+j(z)pk(z))
Im(zN)
:
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè m  N   1 ìíîãî÷ëåíû pm; pm 1; :::; pm N+1 íå
èìåþò îáùèõ íóëåé âíå LN . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàòèëàñü áû â íîëü â òàêîé
òî÷êå, ÷òî íåâîçìîæíî.
2) Ñëó÷àé z 2 LNnf0g. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëîïèòàëÿ ìû ïîëó÷àåì
0 <
mX
k=0
jpk(z)j2 = 1
NzN 1
NX
j=1
mX
k=max(m j+1;0)

k;jp
0
k+j(z)pk(z)  k;jp0k(z)pk+j(z)

:
Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè m  N   1 ìíîãî÷ëåíû pm; pm 1; :::; pm N+1 è èõ
ïðîèçâîäíûå íå èìåþò îáùèõ êîðíåé â LNnf0g.
3) Ñëó÷àé z = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
0 <
mX
k=0
jpk(0)j2 = 1
N !
NX
j=1
mX
k=max(m j+1;0)

k;jp
(N)
k+j(0)pk(0)  k;jp(N)k (0)pk+j(0)

;
ãäå ïðîèçâîäíàÿ Ak;j âçÿòà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè
m  N   1 äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ pm; pm 1; :::; pm N+1 è èõ N -õ ïðîèçâîäíûõ z = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
ñîâìåñòíûì êîðíåì.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (35). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:
1. N ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ íóëåé âíå LN .
2. 2N ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
3. N ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà è èõ ïðîèçâîäíûå íå èìåþò îáùèõ íóëåé â LNnf0g.
4. z = 0 íå ìîæåò áûòü îáùèì íóëåì äëÿ N ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è èõ N -õ
ïðîèçâîäíûõ.
Ïðè N = 1 ìû ïîëó÷àåì èçâåñòíûå íàì ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùå-
ñòâåííîé îñè:
1. Íóëè ìíîãî÷ëåíîâ âåùåñòâåííûå.
2. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
34. Ìíîãî÷ëåí è åãî ïðîèçâîäíàÿ íå èìåþò îáùèõ íóëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóëè ìíîãî÷ëå-
íîâ ïðîñòûå.
Äëÿ N = 2 ìû ïîëó÷àåì áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ:
1. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ íóëåé âíå âåùåñòâåííîé è ìíèìîé
îñåé.
2. ×åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà íå èìåþò îáùèõ íóëåé.
3. Äâà ïîñëåäîâàòåëüíûå ìíîãî÷ëåíà è èõ ïðîèçâîäíûå íå èìåþò îáùèõ íóëåé íà âåùåñòâåí-
íîé è ìíèìîé îñÿõ èñêëþ÷àÿ òî÷êó 0.
4. z = 0 íå ìîæåò áûòü îáùèì íóëåì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ è èõ âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî LN , îïðåäåëåííîå âûøå, ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì èç 2N ðàäèàëüíûõ
ïó÷åé èëè ïó÷êîì èç N ïðÿìûõ:
LN =
2N 1[
k=0
fxb"k; x  0g = N 1[
k=0
fxb"k; x 2 Rg; (42)
ãäå b" = cos 
N
+ i sin 
N
 ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç åäèíèöû ïîðÿäêà 2N . Îáîçíà÷èì òåïåðü
LN;k := fxb"k; x  0g; k = 0; 1; : : : ; 2N   1: (43)
ÏóñòüM() CNN -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà LNnf0g, íåóáûâàþùàÿ íà êàæäîì ëó÷å LN;knf0g,
k = 0; 1; : : : ; 2N   1, â íàïðàâëåíèè îò 0 ê 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M(2)  M(1)  0, åñëè
1; 2 2 LN;knf0g è j2j  j1j (k = 0; 1; : : : ; 2N   1).
Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ M() óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (ñðàâíèòå ñ
îïðåäåëåíèåì âåñîâîé ôóíêöèè äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè, äàí-
íûì âûøå):
Z
LN
(n; (")n; ("2)n; : : : ; ("N 1)n)dM()
0BBB@
n
(")n
...
("N 1)n
1CCCA <1; n 2 Z+; (44)
ãäå " = cos 2
N
+ i sin 2
N
ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ïîðÿäêà N . Çäåñü è äàëåå
èíòåãðàë ïî LN ïîíèìàåòñÿ êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî êàæäîìó ëó÷ó LN;k, k = 0; 1; : : : ; 2N 1.
Èíòåãðàë ïî LN;k (k = 0; 1; : : : ; 2N   1) ïîíèìàåòñÿ êàê íåñîáñòâåííûé â íóëå, ò. å.Z
LN;k
: : : = lim
!+0
Z
LN;knU(0)
: : : ;
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ãäå U(0) = f 2 C : jj < g.
Ïóñòü òàêæå çàäàíà ìàòðèöà A 2 CNN . Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:
(u; v) =
Z
LN
(u(); u("); u("2); : : : ; u("N 1))dM()
0BBB@
v()
v(")
...
v("N 1)
1CCCA+
+(u(0); u0(0); u00(0); : : : ; u(N 1)(0))A
0BBB@
v(0)
v0(0)
...
v(N 1)(0)
1CCCA; u; v 2 P: (45)
Óñëîâèÿ (44) îáåñïå÷èâàþò êîððåêòíîñòü åãî îïðåäåëåíèÿ íà âñåõ ìíîãî÷ëåíàõ. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ôóíêöèîíàë  áèëèíååí. Îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
(Nu(); v()) = (u(); Nv()); u; v 2 P; (46)
(u; v) = (v; u); u; v 2 P; (47)
(u; u)  0; u 2 P: (48)
Çäåñü óìåñòíî ñðàâíèòü åãî ñâîéñòâà ñî ñâîéñòâàìè ïîçèòèâíîãî ôóíêöèîíàëà, êîòîðûé ìû
âûøå îïðåäåëèëè äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè. Áîëåå òîãî, ìû
òàêæå ïðåäïîëîæèì ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôóíêöèîíàëà  â ñëåäóþùåìóñìûñëå:
(u; u) > 0; (49)
äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ u 2 P.
Ïîëüçóÿñü ¾âåñîâîé ôóíêöèåé¿ (M(), A) ìîæíî ïîñòðîèòü ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ÃðàìàØìèäòà ê ôóíêöè-
îíàëó  (â ðîëè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåíåé: 1; ; 2; : : : ; n; : : :,
ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà ðàäèàëüíûõ ëó÷àõ fgn()g1n=0 (gn
èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò):
Z
LN
(gn(); gn("); gn("
2); : : : ; gn("
N 1))dM()
0BBB@
gm()
gm(")
...
gm("
N 1)
1CCCA+
+(gn(0); g
0
n(0); g
00
n(0); : : : ; g
(N 1)
n (0))A
0BBB@
gm(0)
g0m(0)
...
g
(N 1)
m (0)
1CCCA = n;m; n;m 2 Z+: (50)
Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîîòíîøåíèåì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ìíîãî÷ëåíû óäîâëåòâîðÿþò ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ âèäà (35). Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ âèäà (35), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ M è ìàòðèöà
A, äëÿ êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè íà ëó÷àõ.
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Óïðàæíåíèÿ ê 3
1. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû fpn()g1n=0, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:
J~p() = 2~p(); (51)
ãäå ~p() = (p0(); p1(); :::)
T ,
J =
0BBBBB@
0  1 0 0 0 : : :
 0  1 0 0 : : :
1  0  1 0 : : :
0 1  0  1 : : :
...
...
...
...
...
...
. . .
1CCCCCA ; (52)
è  2 C  ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè p0() = 1, p1() = .
Íàéòè ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0. (Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçíîñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèèåíòàìè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîé ôóíêöèè.)
2. Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî íóëè ìíîãî÷ëåíîâ pj(), j = 1; 2; :::; 6,
îïðåäåëåííûõ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè äëÿ ñëó÷àåâ:
à)  = 1;
á)  =  1;
â)  = i;
ã)  =  i.
Äëÿ j = 1; 2; 3; 4 íàéòè òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîðíåé.
3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (35). Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë (u; v),
u; v 2 P, ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè u = P1k=0 akpk(), v = P1j=0 bjpj(), ak; bj 2 C, ãäå ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ak; bk ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè, òî
(u; v) =
1X
k=0
akbk: (53)
Ïîêàçàòü, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî è ôóíêöèîíàë  îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:
(u; u) > 0; u 2 P; u 6= 0;
(u; v) = (v; u); u; v 2 P;
(pn(); pm()) = n;m; n;m 2 Z+;
(Nu(); v()) = (u(); Nv()); u; v 2 P:
4. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (35). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî k, k  N , ìíîãî÷ëåí pk() èìååò ñðåäè ñâîèõ êîðíåé ðàçëè÷íûå ÷èñëà 1; 2; :::; N , òà-
êèå, ÷òî Nj = a, j = 1; 2; :::; N , a 2 C. Ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî a âåùåñòâåííî. (Âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâîéñòâàìè ôóíêöèîíàëà , îïðåäåëåííîãî â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.)
5. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ
J~p() = ~p(); (54)
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ãäå ~p() = (p0(); p1(); :::)
T ,
J =
0BBBBB@
i 1
2
0 0 0 : : :
1
2
 i 1
2
0 0 : : :
0 1
2
i 1
2
0 : : :
0 0 1
2
 i 1
2
: : :
...
...
...
...
...
. . .
1CCCCCA ; (55)
è  2 C  ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì p0() = 1.
Íàéòè ÿâíûé âèä ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0. (Ïðîâåðèòü, ÷òî (J2) = J2 è J2~p() = 2~p() è
âûðàçèòü ìíîãî÷ëåíû fpn()g1n=0 ÷åðåç ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà.)
6. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíîâ fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàð-
øèé êîýôôèöèåíò), óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ
J~p() = ~p(); (56)
ãäå ~p() = (p0(); p1(); :::)
T , à ìàòðèöà J òàêîâà, ÷òî
(J2) = J2:
Ïîêàçàòü, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ pn() ëåæàò íà âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñÿõ â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.
4. Ïîëèíîìèàëüíûå âîçìóùåíèÿ ìåðû: îáîáùåíèå ôîð-
ìóëû Êðèñòîôôåëÿ
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîçíà÷íóþ ôóíêöèþM() è íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó A ñ òåìè æå ñâîé-
ñòâàìè, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fpn()g1n=0 (pn èìååò ñòåïåíü
n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò) ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì îðòîíîðìèðîâàííîñòè (50).
Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîé èíòåðâàë [a; b],  1  a < b  +1, ÷òî
Z
LN
(p(); p("); p("2); : : : ; p("N 1))dM()
0BBB@
q()
q(")
...
q("N 1)
1CCCA =
=
Z
fz2C: zN2[a;b]g
(p(); p("); p("2); : : : ; p("N 1))dM()
0BBB@
q()
q(")
...
q("N 1)
1CCCA; (57)
äëÿ âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ p; q 2 P. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî âîçìîæíîñòè ìû èñêëþ÷àåì ÷àñòü
èíòåãðàëà ïî LN , êîòîðàÿ íå âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (u; v).
Ïóñòü (x) 2 P  ïîëîæèòåëüíà íà [a; b], ãäå deg  = l; l 2 N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåé ôîðìå:
(x) = c(x  x1)(x  x2) : : : (x  xl); c 6= 0; (58)
ñ c; xj 2 R; c 6= 0 è ÷òî åå íóëè ïðîñòûå. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(0) > 0: (59)
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Òîãäà
(N) = c(N   x1)(N   x2) : : : (N   xl) = c
lY
j=1
NY
k=1
(  xj;k); (60)
ãäå
Xj := fxj;kgNk=1 (61)
ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì âñåõ êîðíåé N -é ñòåïåíè N
p
xj, j = 1; 2; : : : ; l.
Îáîçíà÷èì
Dn() :=

pn() pn+1() : : : pn+Nl()
pn(x1;1) pn+1(x1;1) : : : pn+Nl(x1;1)
pn(x1;2) pn+1(x1;2) : : : pn+Nl(x1;2)
: : : : : : : : : : : :
pn(x1;N) pn+1(x1;N) : : : pn+Nl(x1;N)
...
...
. . .
...
pn(xl;1) pn+1(xl;1) : : : pn+Nl(xl;1)
pn(xl;2) pn+1(xl;2) : : : pn+Nl(xl;2)
: : : : : : : : : : : :
pn(xl;N) pn+1(xl;N) : : : pn+Nl(xl;N)

; n 2 Z+;  2 C; (62)
dn :=

pn(x1;1) pn+1(x1;1) : : : pn+Nl 1(x1;1)
pn(x1;2) pn+1(x1;2) : : : pn+Nl 1(x1;2)
: : : : : : : : : : : :
pn(x1;N) pn+1(x1;N) : : : pn+Nl 1(x1;N)
...
...
. . .
...
pn(xl;1) pn+1(xl;1) : : : pn+Nl 1(xl;1)
pn(xl;2) pn+1(xl;2) : : : pn+Nl 1(xl;2)
: : : : : : : : : : : :
pn(xl;N) pn+1(xl;N) : : : pn+Nl 1(xl;N)

; n 2 Z+;  2 C: (63)
Ëåììà 4. Ïóñòü dn çàäàíû ïîñðåäñòâîì (63). Òîãäà dn 6= 0 äëÿ âñåõ n 2 Z+.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì â (÷àñòíîì) ñëó÷àå îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè (ñì. [2]). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dk = 0 äëÿ k 2 Z+.
Òîãäà íàéäóòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà k, k = n; n+ 1; : : : ; n+Nl   1, íå âñå íóëè, òàêèå, ÷òî
Q() :=
n+Nl 1X
k=n
kpk() = 0;  2 Xj; j = 1; 2; : : : ; l: (64)
Òîãäà Q() = (N)G(), ãäå G() 2 P; degG  n   1. Ïîëüçóÿñü îðòîíîðìèðîâàííîñòüþ
ìíîãî÷ëåíîâ pk è ñîîòíîøåíèåì (64) ìû ïîëó÷èì
(Q(); pm()) = 0; m = 0; 1; : : : ; n  1;
ãäå (u; v) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì èç (45). Òîãäà (Q(); q()) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q 2 P
ñ deg q  n   1. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èì (Q(); G()) = ((N)G(); G()) = 0. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî
Z
LN
(N)(G(); G("); G("2); : : : ; G("N 1))dM()
0BBB@
G()
G(")
...
G("N 1)
1CCCA+
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+((N)G(); ((N)G())0; : : : ; ((N)G())(N 1))A
0BBB@
G()
G0()
...
G(N 1)()
1CCCA

=0
= 0: (65)
×åðåç bA îáîçíà÷èì âòîðîå ñëàãàåìîå ñëåâà â (65). Âíà÷àëå äîïóñòèì, ÷òî A íåíóëåâàÿ ìàò-
ðèöà. Òîãäà
(N) = c0 + 
Nr(); r 2 P: (66)
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
bA = (c0G(); (c0G())0; : : : ; (c0G())(N 1))A
0BBB@
G()
G0()
...
G(N 1)()
1CCCA

=0
+
+(Nr()G(); (Nr()G())0; : : : ; (Nr()G())(N 1))A
0BBB@
G()
G0()
...
G(N 1)()
1CCCA

=0
=
= c0(G(); G
0(); : : : ; G(N 1)())A
0BBB@
G()
G0()
...
G(N 1)()
1CCCA

=0
: (67)
Îòìåòèì, ÷òî c0 = (0) > 0, ñì. (59). Ïîñêîëüêó A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé
ýðìèòîâîé ìàòðèöåé, òî bA  0: (68)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñëåâà â (65) òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáà ñëàãà-
åìûõ ñëåâà â (65) ðàâíû íóëþ. Èñïîëüçóÿ (67) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
(G(); G0(); : : : ; G(N 1)())A
0BBB@
G()
G0()
...
G(N 1)()
1CCCA

=0
= 0: (69)
Â ñëó÷àå A = 0 ñîîòíîøåíèå (69) âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî.
Åñëè èíòåðâàë [a; b] êîíå÷åí, òîãäà, ïîñêîëüêó (x) íåïðåðûâíà íà [a; b], íàéäåòñÿ òî÷êà
xm 2 [a; b] òàêàÿ, ÷òî
(x)  (xm) > 0; x 2 [a; b]: (70)
Åñëè æå a =  1 è/èëè b = 1, ìû çàìåòèì, ÷òî j(x)j ! +1 ïðè x ! 1. Èòàê, â ëþáîì
ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ:
(x)  m0 > 0; x 2 [a; b]: (71)
Çíà÷èò
0 =
Z
LN
(N)(G(); G("); G("2); : : : ; G("N 1))dM()
0BBB@
G()
G(")
...
G("N 1)
1CCCA 
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 m0
Z
LN
(G(); G("); G("2); : : : ; G("N 1))dM()
0BBB@
G()
G(")
...
G("N 1)
1CCCA:
Òîãäà
Z
LN
(G(); G("); G("2); : : : ; G("N 1))dM()
0BBB@
G()
G(")
...
G("N 1)
1CCCA = 0: (72)
Èç (69),(72) ñëåäóåò, ÷òî (G(); G()) = 0. Ïîñêîëüêó G 6= 0, ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ ñîîòíîøåíèåì (49). Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí Dn; n 2 Z+ èìååò ñòåïåíü n+Nl. Êðîìå òîãî, ÷èñëà
xj;k; j = 1; 2; : : : ; l; k = 1; 2; : : : ; N ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà. Çíà÷èò
Dn = (
N)rn(); (73)
ãäå rn() 2 P ñ deg rn = n. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Dn çàïèñûâàåì:
Dn =
n+NlX
j=n
jpj(); j 2 C; n+Nl 6= 0: (74)
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè (74),(50) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
0 = 
 
n+NlX
j=n
jpj(); t()
!
= (Dn; t) = ((
N)rn(); t()) =
= (rn(); t()); (75)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t() 2 P : deg t  n  1. Çäåñü ìû îáîçíà÷àåì
(u; v) := ((
N)u; v) =
Z
fz2C: zN2[a;b]g
(u(); u("); u("2); : : : ; u("N 1))
(N)dM()
0BBB@
v()
v(")
...
v("N 1)
1CCCA+ (0)(u(0); u0(0); u00(0); : : : ; u(N 1)(0))A

0BBB@
v(0)
v0(0)
...
v(N 1)(0)
1CCCA; u; v 2 P: (76)
Ôóíêöèîíàë  áèëèíååí. Îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (46), (47) è (48). Íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî (49) äëÿ ôóíêöèîíàëà . Èç (75) è (47) (äëÿ ) ñëåäóåò, ÷òî
(rn(); rm()) = 0; n;m 2 Z+; n 6= m: (77)
Ìíîãî÷ëåíû frngn2Z+ ; deg rn = n; êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (77), íàçûâàþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè îòíîñèòåëüíî .
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Ïóñòü ftn()g1n=0 (tn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò)  îðòî-
íîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû, îòâå÷àþùèå ïîëîæèòåëüíîé ìåðå ()dM() è ìàòðèöå (0)A,
ïîñòðîåííûå òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Òîãäà
(tn(); tm()) = n;m; n;m 2 Z+: (78)
Ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîãî÷ëåíû ftn()g1n=0 îðòîíîðìèðîâàííûìè îòíîñèòåëüíî . Åñëè
tn() = n
n + :::; rn() = bnn + :::, òî  rn   bnn tn; rn   bnn tn = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå-
íèå (49) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî rn =
bn
n
tn; n 2 Z+. Èòàê, êàê è â ñëó÷àå îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ íà âåùåñòâåííîé îñè, îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû frngn2Z+ îòëè÷àþòñÿ ïîñòîÿííûì
ìíîæèòåëåì îò îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ftngn2Z+ .
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà (x) èìååò êðàòíûå êîðíè, íóæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè
â îïðåäåëèòåëÿõ (62) è (63) ñòðîêàìè ñ ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà 0; 1; : : : ;m   1 â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷êàõ, ãäå m  ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðàòíîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå íàøè ïðåäûäóùèå
ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ frngn2Z+ ; deg rn = n.
Ïîäûòîæèì íàøè ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 9. Ïóñòü A 2 CNN è M()  CNN -çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà LNnf0g, íåóáûâàþùàÿ
íà êàæäîì ëó÷å LN;knf0g, k = 0; 1; : : : ; 2N 1 ïî íàïðàâëåíèþ îò 0 ê1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ M() èìååò âñå êîíå÷íûå ìîìåíòû (44). Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë (u; v); u; v 2 P;
êàê â (45), è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (49). Ïóñòü fpn()g1n=0
(pn èìååò ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò)  ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (50).
Âûáåðåì èíòåðâàë [a; b];  1  a < b  +1; òàêîé, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (57).
Ïóñòü (x) 2 P, deg  = l; l 2 N;  ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà [a; b] èìåþùàÿ âèä (58) ñ
c; xj 2 R; c 6= 0. Åñëè A íåíóëåâàÿ ìàòðèöà, òî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (0) > 0.
Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåíû Dn; n 2 Z+ â ñîîòâåòñòâèè ñ (62). Äëÿ êðàòíîãî íóëÿ (N)
ïîðÿäêà m ìû çàìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêó â îïðåäåëèòåëå (62) ñòðîêàìè ñ ïðî-
èçâîäíûìè ïîðÿäêà 0; 1; : : : ;m  1 â ýòîé òî÷êå.
Îáîçíà÷èì rn() :=
Dn()
(N )
; n 2 Z+. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë (u; v); u; v 2 P; êàê â (76).
Òîãäà ìíîãî÷ëåíû frngn2Z+ îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî .
Ïðèìåð. Ïóñòü N = 2 è M()  ñëåäóþùàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ íà (R [ iR)nf0g:
M() =

m() 0
0 0

;
ãäå
m() =
8>>>><>>>>:
;  2 (0; 1]
 ;  2 (0; 1]
 i;  2 (0; i]
i;  2 (0; i]
0; â äðóãèõ ñëó÷àÿõ
;
and A = 0. Ôóíêöèÿ M() ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà êàæäîì ðàäèàëüíîì ëó÷å èç (R[ iR) n
f0g.
Ïóñòü fpn()gn2Z+  ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû (50) è (u; v),
u; v 2 P;  ñîîòâåòñòâóþùèé áèëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (45).
Ïóñòü fepn()gn2Z+ , deg epn = n,  ìíîãî÷ëåíû ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì
(epn() = n + : : :), òàêèå, ÷òî
(epn(); epm()) = Z 1
 1
epn()epm()d+ Z i
 i
epn()epm()d
i
= Ann;m; (79)
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ãäå An > 0, n;m 2 Z+. Òàêèå ìíîãî÷ëåíû èçó÷àëèñü Ã. Â. Ìèëîâàíîâè÷åì â ðàáîòå [8].
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6.2 è òåîðåìó 6.5 èç ýòîé ðàáîòû ìû ïîëó÷èì, ÷òî
ep4k+(z) = zq()k (z4);  = 0; 1; 2; 3; k 2 Z+; (80)
è ìíîãî÷ëåíû q
()
k (x) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýô-
ôèöèåíòîì íà [0; 1] îòíîñèòåëüíî âåñà x
2 3
4 .
Ïóñòü f eP (;)n (x)gn2Z+  ìíîãî÷ëåíû ßêîáè ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ßêîáè îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [ 1; 1] îòíîñèòåëüíî âåñîâîé ôóíê-
öèè (1  x)(1 + x) for ;  >  1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà
(ñì. [3]):
eP (;)n (x) = ( 1)n (+  + n+ 1) (+  + 2n+ 1)(1  x)(1 + x) (1  x)+n(1 + x)+n(n) ; n 2 Z+: (81)
Çäåñü  (a) =
R1
0
ta 1e tdt; a > 0;  ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ïîëüçóÿñü çàìåíîé ïåðåìåííîé, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû f 1
2n
eP (;)n (2x   1)gn2Z+
ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì íà [0; 1]
îòíîñèòåëüíî (1  x)x. Çíà÷èò
q()n (x) =
1
2n
eP (0; 2 34 )n (2x  1);  = 0; 1; 2; 3; n 2 Z+: (82)
Òîãäà ep4k+(z) = 1
2k
z eP (0; 2 34 )k (2z4   1);  = 0; 1; 2; 3; k 2 Z+: (83)
Îáîçíà÷èì
kpk :=
p
(p; p); p 2 P:
Çàìåòèì, ÷òî
pn() =
epn
kepnk ; n 2 Z+: (84)
Äåéñòâèòåëüíî, îðòîãîíîðìèðîâàííûå ìíîãî÷ëåíû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòàðøèìè êîýôôèöè-
åíòàìè åäèíñòâåííû (ñì. ðàññóæäåíèÿ âûøå î ìíîãî÷ëåíàõ rn è tn).
Â [8, p. 132] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
kepnk2 = 4
2n+ 1
; n = 0; 1; 2; 3; (85)
kepnk2 = kep4k+k2 = 4
8n+ 2 + 1
 
2n 1Y
k=n
4(k   n+ 1)
4k + 2 + 1
!2
; n  4: (86)
Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ pn().
Òåïåðü ìû ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ íåêîòîðîé íîâîé ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ïðèìåíèì òåîðåìó 9. Âîçüìåì [a; b] = [ 1; 1], (x) = x + c, c > 1.
Ìíîãî÷ëåí (x) ïîëîæèòåëåí íà [ 1; 1] è (2) = 2 + c = (+ ipc)(  ipc). Îïðåäåëèòåëè
Dn èç (62) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:
Dn =

pn() pn+1() pn+2()
pn(i
p
c) pn+1(i
p
c) pn+2(i
p
c)
pn( i
p
c) pn+1( i
p
c) pn+2( i
p
c)
 ; n 2 Z+: (87)
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Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû frn()gn2Z+ , îòâå÷àþùèå M1(), ãäå dM1() =
(2 + c)dM(), èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
rn() =
1
2 + c

pn() pn+1() pn+2()
pn(i
p
c) pn+1(i
p
c) pn+2(i
p
c)
pn( i
p
c) pn+1( i
p
c) pn+2( i
p
c)
 ; n 2 Z+: (88)
5. Ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ìíîãî-
÷ëåíû
Ïóñòü M() è A áóäóò òàêèìè æå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, è fpn()g1n=0 (pn èìååò
ñòåïåíü n è ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò)  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ (50). Ïóñòü   áèëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë (45). Îáîçíà÷èì eKn(x; y) = nX
j=0
pj(x)pj(y); n 2 Z+: (89)
Òàêèå ìíîãî÷ëåíû èçó÷àëèñü â [6], ãäå, â ÷àñòíîñòè, áûëè ïîëó÷åíû äëÿ íèõ íåêîòîðûå
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.
Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåìåäëåííî âëåêóò ñëåäóþùåå âîñïðîèçâîäÿùåå ñâîéñòâî:
t(P (t); eKn(t; )) = P (); P 2 P : degP  n: (90)
Çäåñü çàïèñü t îçíà÷àåò, ÷òî  äåéñòâóåò íà ìíîãî÷ëåíû îò ïåðåìåííîé t.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü 0  ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî è P () 2 P  òàêîé ìíîãî÷ëåí,
÷òî
(P; P ) = 1: (91)
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû kP (0)k2 äîñòèãàåòñÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ
P () = "f eKn(0; 0)g  12 eKn(; 0); j"j = 1: (92)
Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî eKn(0; 0).
Ìíîãî÷ëåíû fqn()g1n=0; deg qn = n íàçûâàþòñÿ N-îðòîãîíàëüíûìè îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèîíàëà , åñëè
(qn; qm) = 0; n;m 2 Z+ : jn mj  N: (93)
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå N = 1, ìû ïîëó÷àåì êâàçèîðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû.
Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (57) âûïîëíåíî äëÿ êîíå÷íîãî îòðåçêà [a; b] 
R. Ïóñòü x0 > max(jaj; jbj). Òîãäà ìíîãî÷ëåíû f eKn(; Npx0)gn2Z+ ÿâëÿþòñÿ N-îðòîãîíàëüíûìè
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà b, îïðåäåëåííîãî ÷åðåç (x0   N)dM() âìåñòî dM(), è ìàò-
ðèöó A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ P (t) = (x0  tN)Pn N(t); degPn N  n N; è  = Npx0 > 0
â (90), ìû ïîëó÷èì
0 = t((x0   tN)Pn N(t); eKn(t; Npx0)) = bt(Pn N(t); eKn(t; Npx0)); (94)
ãäå b îòâå÷àåò ìàòðè÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè (x0 N)M(). Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ìíîãî÷ëåíû eKn(t; Npx0) ÿâëÿþòñÿ N-îðòîãîíàëüíûìè.
Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî N-îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ íåêî-
òîðûìè îáîáùåíèÿìè êâàçèîðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü çàäàíû ìíîãî÷ëåíû feqn()g1n=0; deg eqn = n. Îíè ÿâëÿþòñÿ N-
îðòîãîíàëüíûìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà  â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè
èìåþò ñëåäóþùèé âèä
eqn() = nX
j=n N+1
an;jpj(); an;j 2 C; an;n 6= 0; n 2 Z+: (95)
Çäåñü ìíîãî÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè ðàâíû íóëþ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòî ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ fpn(x)g1n=0.
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